Szokefalvi Nagy Gyula Matematika Emlékverseny LXI. esztend6
2024-2025. tanév
9. évfolyam
I1. fordulo

Megoldasok

1. Adott tiz kiilonbozd kétjegyli pozitiv egész szam. Mutassuk meg, hogy ezen szamok koziil
némelyek (akar az Osszes) felhasznalasaval mindig képezhetiink két olyan kozos elem nélkiili
halmazt, hogy az egyikben 1év0 elemek 0sszege egyenld a masikban 1évo elemek Osszegével.

Megoldas
Jeloljiik a tiz szam halmazat H-val, ennek néhany elemébdl képzett két halmazt A-val és B-vel.
H részhalmazainak szama 20 = 1024.

Jelolje S, és S az A és a B halmaz elemeinek dsszegét. Mivel a legkisebb kétjegyii szdm a 10,
illetve a tiz legnagyobb kétjegyii szam Osszege 90 + 91 + -+ + 99 = 945, ezért ha A és B nem
iires halmazok, akkor 10 < S, < 945, 10 < Sz < 945. A skatulyaelv alapjan biztosan lesz
legalabb két olyan részhalmaza H-nak, amelyekben az elemek 0sszege egyenld. Ha A és B nem
lennének diszjunktak, akkor a kozos elemeket kivesszilk mindkét halmazbdl, amivel a két
halmazban 1év6 elemek Gsszegének egyenldsége tovabbra is fonnmarad.

2. Mutassuk meg, hogy ha két egész szam kiilonbsége 2, akkor kobeik kiilonbségének
abszolutértéke felbonthatd harom szam négyzetének Osszegére.

1. Megoldas
Legyen a két szam n és n + 2.

Im+2)2—-nd|l=m+2)°-n*=n*+6n?2+12n+8—-n®=6n2+12n+8
=(2n+2)2+n+2)*+n?
2. Megoldas
Legyen a két szam a és b. EKkora — b = 2

a® — b3 = (a—b)(a?+ab + b?) = 2(a® + ab + b?) = a®? + b?> + a® + 2ab + b?
=a’+b* + (a+b)*

3. Egy rombusz egyik atloja 1,6-szerese az oldalanak. Hanyszorosa az oldalnak a masik atlo és
a rombusz magassaga?

Megoldas

Legyenek a rombusz csucsai A, B, C, D az atlok metszéspontja E, a rombusz oldala a. Ekkor
AC = 1,6a.

Mivel a rombusz atloi merélegesek ¢és felezik egymast, igy AE = 0,8a.
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Mivel AE? + EB? = AB?, azaz (0,8a)? + EB? = a?, ahonnan EB = /a2 — (0,8a)2 = 0,6a.
A masik atlo igy ED = 2EB = 1,2a, vagyis az oldal 1,2-szerese.
A rombusz magassaganak meghatarozasahoz a rombusz teriiletét kétféleképpen irjuk fel:

__ACBD
T2

am

ahonnan
__ACBD _ 12a'l6a
~ 2a = 2a

= 0,96a,

vagyis a rombusz magassaga az oldal 0,96-szorosa.

4. Melyik az a legkisebb 36-tal oszthatd pozitiv egész szam, amelynek tizes szamrendszerbeli
alakja csak 1-es és 2-es szamjegyeket tartalmaz?

Megoldas
Mivel 4 - 9 = 36, valamint 4 és 9 legnagyobb k6z6s osztdja 1, ezért egy szam pontosan akkor
oszthato 36-tal, ha oszthato 4-gyel és 9-cel.

Mivel egy szam akkor oszthato 4-gyel, ha az utolso két szdmjegyébdl alkotott szam is oszthatd
4-gyel, ezért a keresett szam 12-re végzodik (mert a 11, 21, 22 nem oszthato 4-gyel).

Mivel egy szam annal kisebb, minél kevesebb szamjegyet tartalmaz,és pontosan akkor oszthatd
O-cel, ha a szamjegyek Osszege oszthatd 9-cel, ezért a keresett szam:22212.

5. Adjuk meg a f:R—R, f(x)=x*+2px+p-x+5 (peR) masodfoku figgvény

minimumanak maximalis értékét.

Megoldas
A minimum helye:

_ —(@@p-1) _1
Xmin = 5 - E -

Ertéke:
1 (1 2 1 1 5 19

FG=9)=G-») +2(G-p)+p-(G-p)+5= P42+ 2

A minimumértéke p-nek masodfoku fliggvénye:
g:R-> R, g(p) = —p? +2p+§.
Ez egy negativ foegyiitthatoju masodfoku fiiggvény, igy maximuma van, aminek helye:
Pmax = - 1.
Ertéke:
g =-12+2-1+2=2=575

Tehat az f minimumanak maximalis értéke 5,75.



6. Képezziik a tizes szamrendszerben a kdvetkez6 szamot:

122333444455555...1010...10...nn...n .,
Ebben a szdmban n-ig minden egyes pozitiv egész szam pontosan annyiszor szerepel egymas

utan, amennyi a szam értéke. Jelolje N (n) a szam szamjegyeinek szamat. Oldjuk meg az
N(n)=n?

egyenletet a legfeljebb kétjegyli pozitiv egész szamok halmazan.

Megoldas
Ha n egyjegyd,
nn+1)
N(n) = 1+--~+n=T
nn+1) 5
———=n
2
n? +n = 2n?
n = n?,
amibdl megkapjuk az n = 1 trividlis megoldast.
Ha n kétjegyt,

0+n

1
Nn)=1+--4+9+2(10+--+n)=45+2-

n? +n — 45 = n?,
ahonnan megkapjuk az n = 45 megoldast. Ekkor a szamjegyek szama éppen 2025.
Tehat a megoldasok az 1 és a 45.
Megjegyzés
Ha n legalabb haromjegyli, azaz n > 100:
Nn)=1+--4+94+2-(104+-499)+3-100+--=22-(1+--+n) =
nn+1)

=2 T:n2+n>n2

Tehat ha n tetszbleges pozitiv egész, az egyediili megoldasok akkor is az 1 és a 45.

n—9)=45+n?2+n-90
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10. évfolyam
1. fordulo
Megoldasok
1 3 2
1. Szamitsuk ki az Sppp5 = & +ay + 83 +...+ 8y Osszeget, ha a, = ————+—— (n pozitiv
n n+l n+2
egész szam).
Megoldas
Mivel a,, :l_i+izl_L_2.(L_L),ezén
n n+1 n+2 n n+1 n+1 n+2
Sz025 = a1 +az +az+ -+ azys =
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
e e e
1 2 2 3 2 3 3 4 2025 2026 2026 2027
_1 1+1 1+ 1 1 2(1 1+1 1+ 1 1)
1 2 2 3 2025 2026 2 3 3 4 2026 2027
_1 1 (1 1 )_ 2 1 _2-2026—2027_ 2025
1 2026 2 2027) 2027 2026  2026-2027  2026-2027

2. Két kiilonboz6 sugart kor kiviilrdl érinti egymast, a nagyobbik sugara R, a kisebbik sugara
r. Hatdrozzuk meg R és r fliggvényében a két kor kozos belsd érintdjének a két kozos kiilsd
érintd kozé esd szakaszat.

Megoldas

Tekintstlik az abrat a jeldléseivel.

Az M pontbol az 04 kozéppontu korhdz hiizott két érinté MD és
MA, igy e két szakasz egyenld hosszu, azaz MD = MA.
Ugyanigy MD = MB.

fgy MN =2MD = AM + MB = AB, vagyis a feladat
ekvivalens az AB kiils6 érintdszakasz R és r fiiggvényében
torténd kifejezésével.

Vegyiik fol az AB-vel parhuzamos 0,C szakaszt. Ekkor 0,C0,4 = 0;AB4 = 90°, igy az

0,C0, derékszogli haromszégbenCO, = AB,0,C =R —1,0,0, = R + 1, igy
0,0% = 0,C? + C0?

azaz AB> = (R+71)>—(R—71)?> =4Rr

vagyis MN = AB = 2+/Rr.



3. Kozismert, hogy Pitagorasz tételénck megforditasa is igaz, azaz ha egy haromszog a, b, ¢

oldalhosszaira teljesiil, hogy a? +b% =c? , akkor a haromszog derékszogii. Bizonyitsuk ezt be

direkt (nem indirekt) médon.

Megoldas
Tétel: Ha egy ABC haromszog a < b < c oldalaira igaz, hogy a? + b? = c?, akkor az ABC
haromszog derékszogi.

Tekintsiik a haromszog leghosszabb oldaldhoz tartoz6 m magassagat, amely biztosan a
haromsz6gon beliil talalhatd. E magassag M talppontja ossza az AB oldalt egy p és egy Q
hosszusagu szakaszra. Pitagorasz tétele miatt

a? = m? + p?,

b? =m? + ¢

A feltételbdl adodéan c? = a? + b? = m? + p? + m? + q% = 2m? + p? + ¢°.

Mivel c = p + q, ezért c? = (p + q)? = p? + 2pq + q*

vagyis 2m? = 2pq ahonnan % = %. c

Mivel az AMC és CMB derékszogii haromszogekben két-két

oldal ardnya ¢és az altaluk kdzbezart sz6g megegyezik, ezért a i b
AMC ,~CMB,.

Mivel AMC ,~CMB,, ezért szogeik paronként egyenld :
nagysaguak, vagyis ACM4 = CBM4, és CAMA = BCM 4, A £ * .
igy ACBA = ACM4 + BCM 4 = 90°.

4. Egy halomban 2024 darab kavics van. Egyet eldobunk és a maradékot két halomra osztjuk.
Ezutan megint eldobunk 1 kavicsot egy olyan halombol, amelyben 1-nél t6bb kavics van, és
egy halmot két részre osztunk. Néhany ilyen miivelettel elérhet6-e, hogy minden halomban 5
kavics legyen?

Megoldas
Ha n-szer végezziik el a miveletet, akkor 2024 —n kavics marad, és mivel minden
miiveletvégzésnél eggyel nd a halmok szama, ezért n + 1 halom lesz.
Tételezziik 6, hogy n 1épés utan (n € Z*) minden halomban 5 kavics van. Ekkor
5(n+1)=2024—-n
5n+5=2024—-n
6n = 2019,
azonban ez ellentmondas, mivel 2019 nem oszthat6 6-tal, vagyis hamis volt a foltevésiink, igy
nem érhetd el ilyen 1épésekkel, hogy minden halomban 5 kavics legyen.

5. Tekintsiik az X% +ax+b polinomot, ahol az a ¢s b egyiitthatok egész szamok. Bizonyitsuk
be, hogy a polinom helyettesitési értéke akkor és csak akkor lesz végtelen sok egész X helyen
négyzetszam, ha a kifejezés egy elsdfokll polinom négyzete.



Megoldas
Legyenek x és y olyan egész szamok, amelyekre x? + ax + b = y?2.
Ekkor
4x% + 4ax + 4b = 4y?
(2x + a)? —a? + 4b = (2y)?
4b — a? = (2y)? — (2x + a)?
4b —a? = 2y + 2x + a)(2y — 2x — a).

Ha 4b — a? # 0, akkor az egyenlet baloldala egy pozitiv egész szdm, ami csak véges sok
féleképpen bonthato fol két egész szam szorzataként, ami pedig egyértelmiien meghatarozza x-
et és y-t. Igy csak véges sok olyan x van, amire x? + ax + b négyzetszam.
Ha viszont 4b — a? = 0, akkor végtelen sok féleképpen irhatd fol két egész szam szorzataként,
hiszen, ha az egyik tényez6 0, akkor a masik tényez6 barmekkora értéket vehet fol. Ekkor, mivel
4h paros, a paros, azaz 2k alakt, akkor 4b — (2k)? = 0, ahonnan b = k2, igy
x2 4+ ax +b = x? + 2kx + k? = (x + k)?, vagyis barmely x értékre négyzetszamot ad.

6. Hatarozzuk meg a p valos paraméter értékét tigy, hogy az X2 + pX+ p—1=0 egyenlet ¥ és

X, valos gyokeire teljesiiljon az X12 + Xf + X% + Xg =0 Osszefiiggés.

Megoldas

x2+xd+xi+x3=0

xZ+x2+x3+x3=0

(g +x)% =20 x5, + (1 +2)3 = 3x; x5 (X +x3) =0
) -20-D+(p)P-3(-D(=p)=0
—p3+4p?—-5p+2=0

p-1D(p*+3p-2)=0

~-p-1)*(@-2)=0

ahonnan p = 1 vagy p = 2.

Ha p = 1, akkor az egyenlet gyokei x; = —1,x, = 0, ha p = 2, akkor az egyenlet gyokei
X, = x, = —1, és mindkét esetben teljesiil a feladat feltétele.
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Megoldasok

1. Szamitsuk ki log,(log, (A + 1)) értékét, ha
A=02%+1)- (2% +1)-(2Z +1) - .- (22 +1)

Megoldas
A=1-A=02" -2 +1)- 22 +1)-2¥ +1)- .- (27" +1) =
= (@) =1)- (22 +1)- (2 +1) - (22 +1) =
=22 -1)- (22" +1)- (2% +1) - .- (22" +1) =
=27 -1)- 27 +1)- 2% +1)- ... (2" +1) =
= (@) -1) @ +1) . (22 +1) =
=(2%7 -1)- 2% +1)- .- (22" +1) =
=2 -1)-2¥+1) ... ¥+ 1) = =
— 222025 _ 1
vagyis
log,(log,(A+ 1)) = log, (logz(z22025 -1+ 1)) = l0g,(10g,2%""*") = log,(22°25) = 2025.

2. Adjuk meg az 0sszes olyan kétjegyli pozitiv egész szamot, amelyek harmadik hatvanyanak
utolsd két jegyébdl alkotott szam megegyezik az eredetei kétjegyili szammal (pl. 99, mivel
993 = 970299).

Megoldas

Jelolje x a feladatban szereplokétjegyli szamot. Mivel x° ¢és x utols6 két szamjegye
megegyezik, ezért x3 — x utolsé két szamjegye 0, vagyis x> — x oszthatd 100-zal.

Mivel x3 —x = x(x?2 — 1) = (x — 1) - x - (x + 1) harom egymast kdvetd pozitiv egész szam
szorzata, ezért 100-zal valo oszthatosaganak sziikséges (de nem elegendd) feltétele, hogy a
harom szam egyike oszthato legyen 25-tel. Mivel x kétjegyl pozitiv egész, igy x lehetséges
értékei: 24, 25, 26, 49, 50, 51, 74, 75, 76, 99.

(x4-gyel osztva nem adhat 2-t maradékul, mert akkor (x — 1) - x - (x + 1)nem lenne 4-gyel
oszthatd, igy az el6bbi folsorolasbol a 26, 50, 74 kizarhato.)

Behelyettesitéssel ellendrizhetd, hogy a feladat feltételeinek eleget tevd szamok: 24, 25, 49, 51,
75, 76, 99.
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3. Egy téglatest egy csucsabol kiindul6 harom élének hossza a, b, c. Hatarozzuk meg a téglatest
térfogatat, ha teljesiilnek a kdvetkezo egyenldségek.

log, a+log,b+log,c=2

logzb+loggc+logga=2

log, c+10g;ga+logigb =2

Megoldas
A logaritmus megfelel6 azonossaga és definicidja alapjan egyenletrendszeriink a kovetkezo
alakban irhato:

log,b log,c

2 T TF
logsc  logsa
2 2
log,a logyub
2 2

log,a +

logsb +

2

log,c +

ahonnan
log,(a?bc) = log,16
log;(b?ca) = log;81
log,(c?ab) = log,256.
Igy a logaritmus fiiggvény kolcsondsen egyértelmiisége miatt

a’bc = 16
b%ca = 81
c?ab = 256.

E harom egyenletet dsszeszorozva kapjuk, hogy a*b*c* = 16 - 81 - 256, ahonnan abc = 24,

ami az a, b, c élu téglatest térfogata.

Megjegyzés

A feladat szovege alapjan foltehettiik, hogy az egyenletrendszernek létezik megoldasa az (R1)3

halmazon. Ez a megoldas egyenletrendszeriink végs6 atalakitott alakjabol valamely ismeretlen
27 32

kifejezésével és behelyettesitéssel meg is hatarozhatd: a = 3 b= 5 ¢=7

4. Bizonyitsuk be, hogy ha egy haromszog egyik oldalanak hossza a masik két oldal hosszanak
mértani kozepe, akkor a vele szemkozti szog nem lehet nagyobb 60°-nal.

Megoldas
Legyen a = vbc. EKkor a? = b? + ¢? — 2bc - cosa, ahonnan b? + ¢ = a? + 2bccosa.
Tekintsiik az alabbi 0sszefiiggést:
(b —¢)? = b? — 2bc + ¢? = a? + 2bccosa — 2bc = bc + 2bccosa — 2bc =
= bc(2cosa — 1) = 0.
Innen adodik, hogy 2cosa — 1 > 0, ahonnan cosa > %, vagyis a < 60°.

5. Van két egyforma méddon cinkelt dobokockank, az egyik kék, a masik piros. Mindkettd esetén
a lapokon talalhato 1, 2, 3, 4, 5, 6 szamok dobasanak valdszintisége rendre 1 : 2:3:4:5:6
aranyu (azaz példaul 2-t kétszer akkora valdszintiséggel dobunk vele, mint 1-et). Mennyi annak
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a valoszintlisége, hogy a két dobokockaval egyszerre dobva, a dobott szamok 0sszege nem
nagyobb 4-nél?

Megoldas

Jelolje & az egyik kockaval dobott szamot (6§ = 1,2 ...,6). Mivel P(§ =1) = x,P(§ =2) =

2x,...,P(§ = 6) = 6x és ezen valdsziniiségek Osszege 1, ezért
x+2x+3x+4x+5x+6x =1,

ahonnan x = o7, vagyis az I, 2, 3, 4, 5, 6 szamok dobasanak valoszinlisége rendre:
1 2 3 4 5 6

21’21°21"21°21° 21°
A két dobott szam 0sszege nem nagyobb, mint 4, ha a két kockaval dobott szdmok: 1 —1; 1 —
2:1-3;2-1;2-2;3-1.

fgy a keresett valésziniiség: % : 2—11 +2- (

1 2 1 3) 2 2 _ 1+10+4 _ 15 _ 5
21 21 21 21 o

21 21 212 212 147

6. Oldjuk meg a valds szamok halmazan az alabbi egyenletet!
(sinx)2925 + (cos x)292° = 1

Megoldas
A g egész szamu tobbszordsei koziil az x = 2km és az x = g + 2km értékek a jok (k € Z). Ha
X nem egész szamu tobbszordse a g-nek, akkor nem kapunk megoldast, ugyanis

—1 < sinx, cosx < 1, ezért (sinx)2°25 + (cos x)?%%> < (sinx)? + (cosx)? = 1.
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Megoldasok

1. Oldjuk meg az egész szamok halmazan az aldbbi egyenletet.

x2+y2

X+y

=1

Megoldas
Az abszolutértéket felbontva kapjuk, hogy

(1) X*+y*=x+y vagy (2) X’+y’=—(x+Y).
Ezek az egyenletek egy-egy kort irnak le a derékszogii koordinata rendszerben. Atalakitva:

o304 3
(3] (]

Az abran a korok koordinata rendszerben lathatok.

Az &brardl konnyen leolvashatd (szdmolassal is konnyen megkaphato), hogy az
egyenletnek hat rendezett, egészekbdl alld szampar megoldasa van (x+y =0):

(=15 0), (=15 =1), (0; =1), (0; 1), (1;1), (1; 0).

2. Az ABC szabalyos haromszog belsejében vegylink fel egy tetszleges P pontot, majd
bocsassunk P-bdl merdlegest az oldalakra. Legyenek ezek talppontjai az AB oldalon D, a BC
oldalon E, az AC oldalon F. Hatarozzuk meg a
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PD + PE + PF
AF +CE+BD

hanyados értékét.

Megoldas
Jelolje a haromszog oldalhosszat a, és legyen P tetszdleges belso pont.

1. dbra
El6bb a meghatarozand6 tort szamlalojat fejezziik ki a-val. Ehhez a hdromszdg teriiletét irjuk

a3

4

fel kétféleképpen. Egyrészt T = . Mésrészt P-bdl a csticsokhoz huzott szakaszok harom

haromszogre osztjak az eredeti haromszoget, igy T =

N | o

—~

PD+PE+PF). A tertilet két

kifejezését egyenldve téve kapjuk, hogy PD + PE + PF =

o))
~|2,

A nevezé a-val torténd kifejezéséhez elobb hiizzunk P-n Keresztiil parhuzamosokat a
haromszog oldalaival (2- dbra).
C

A Q D R B
2. abra

Az ABLK, BCMR, CAQN négyszogek tengelyesen szimmetrikus trapézok, ezért AK =BL,
BR=CM , CN = AQ. Mivel az oldalakkal parhuzamosokat hiiztunk P-n keresztiil, ezért a

QRP, LNP, MKP haromszdgek szabalyosak, amibdl adodéan QD = DR, LE=EN, MF =FK..

Ezek alapjan konnyen lathat6, hogy AF +CE +BD = 3; .
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a3

PD+PE+PF 5 43
& AF+CE+BD 3a 3

2

3. Egy tablara felirtuk az 1, 2, 22, 2%, ..., 2% szamokat. Egy 1épésben letorliink két szamot és
helyettiik a kiilonbségiiket (a nagyobbol vonjuk ki a kisebbet) irjuk fel a tablara. Tiz ilyen 1épés
utan egyetlen szdm marad a tablan. Mi lehet ez a szdm?

Megoldas
Vialasz: Barmely 210 _nél kisebb paratlan szdm lehet az utolso tabldn marad6 szam.
A feladat altalanositasat bizonyitjuk teljes indukcioval. Belatjuk, hogy ha eredetileg 1, 2, 22,

2%, ..., 2" szamok vannak a tablan, akkor n 1épés utan barmelyik 2" -nél kisebb paratlan szam
lehet az utolso.

Ha n =1, akkor trivialisan 1 az utols6 tablan marado6 szam.

Tegyiik fel, hogy valamely n>1 esetén igaz az allités, és legyenek kiinduldsként a tablan az 1,

2, 22, 23, 2N, 2™l szamok. Mivel 2" 2" =2" ezért ezzel a Iépéssel kezdve az
indukcios hipotézis értelmében az dsszes 2" -nél kisebb paratlan szam megkaphat6 utolsoként.
Legyen most 2" az utolsd két szam egyike. Ekkor a masik szam valamely 2" -nél kisebb

paratlan szam. Konnyen lathato, hogy ezek kiilonbségeként az dsszes 2" és 2" Kozotti
paratlan szdm eldallithat6. Ezzel a bizonyitast befejeztiik.

4. Adott az ABC haromszog két oldalanak hossza, BC =a és CA=b. Mekkora az AB=c
oldalhossz, ha tudjuk, hogy a haromszog beirt és az AB oldalhoz hozzairt korének az AB oldalon
levé érintési pontjai harmadoljak az AB oldalt?

Megoldas
Az érintési pontokra vonatkozo feltétel alapjan a=Db, ezért feltételezhetjiik, hogy a>b. A
tovabbiakban az alabbi abra jeloléseit hasznaljuk.

A feltétel alapjan AK =KF = FB=%. A korhoz kiils6 pontbdl huzott érintdészakaszok

egyenldsége alapjan a haromszog beirt korére koncentralva

%:BK—AK:BE—AD:(BE+EC)—(AD+DC):a—b,
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azaz c=3(a-h).

Bér a valasz megadéasdhoz elegendd volt a beirt kor érintési pontjait és érintszakaszait
vizsgalni, a teljes megoldashoz le kell ellendrizni, hogy a hozzairt kor megfeleld érintési pontja
is teljesiti-e a feltételt.

Mivel CG=CH=a+Tb+°, ezért BE —pH = &tb+c_, _b+c-a

. Helyettesitsiik c-t

3(a—b)-vel. Ezzel
b+3(a-b)-a -
_ (a—b) _2a-2b__ ¢
2 2 3
azaz a hozzairt kor érintési pontja is harmadoldpont.

BF

5. Igazoljuk a kovetkez6 egyenl6tlenséget, ahol a, b, ¢ pozitiv valds szamok.

a’ b® c3 a+b+c
2 732 2T 7=
a“+ab+b- b“+bc+c® c+ca+a 3
Megoldas
A bal oldal elsé tagjat alakitsuk, és becsiiljiik alulrol.
a’ ab(a+b) a+b a+b
a‘+ab+ a‘+ab+ a. 940

A becslésnél felhasznaltuk, hogy egy pozitiv szamnak és a reciprokénak 6sszege legalabb 2.
A bal oldal tobbi tagjara hasonldéan adodik, hogy

3 3
>b- és 2C———.
b b b+c | c c+a
2 2 2 2
b +bc+c 3 c +ca+a 3

Osszegezve a kapott harom egyenlétlenség megfelelé oldalait, kis atalakitdssal kapjuk a
bizonyitandd egyenldtlenséget. Lathatd az is, hogy egyenldség pontosan akkor teljesiil, ha
a=b=c.

6. Egy szabalyos n-szog alapu egyenes hasab cslicsait harom szinnel szeretnénk szinezni gy,
hogy mindegyik cstcs esetén a beldle kifutd harom ¢l masik végpontjai paronként kiilonbozo
szinliek legyenek. Mutassuk meg, hogy ez akkor és csak akkor valosithatd meg, ha n oszthato
3-mal.

Megoldas

Legyen a harom szin piros, sarga, zold.

Ha n 3-mal oszthato, akkor az alaplap cstcsait szinezziik valahonnan kezdve pozitiv koriiljaras
szerint egymas utan piros-sarga-zo6ld szintire periodikusan. Ugyanigy szinezziik ki a fed6lapot
is, az oldaléllel 6sszekotott csucsok azonos szinliek legyenek. Kénnyen lathatd, hogy ez a
szinezés megfelel a feltételnek.

A megforditds bizonyitasa végett tegylik fel, hogy a hasab csucsait sikeriilt a feltételnek
megfeleléen megszinezni. Legyen a piros csucsok szama p. Minden piros csticsnak van harom
szomszédja (harom cstcs, amit az adott cstccsal él kot Gssze), ezért 3p darab csticsnak van
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piros szomszédja. Mivel minden csticsnak pontosan egy piros szomszédja van, ezért a csucsok
szama 3p. A csticsok szdma masrészt 2n, igy 3p =2n. Mivel 2 és 3 relativ primek, és 3 osztdja

2n-nek, ezért 3 osztdja n-nek is, és ezt akartuk bizonyitani.

14



